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Introduction 
K designe un corps value complet dont la valuation est non archimedien-
ne. Le but de cet article est l'etude des algebres de fonctions continues a 
valeurs dans K. On introduit pour cela la notion d'une bornologie sur K; 
une famille b de parties de K sera appelee une bornologie sur K si: 
(1) U{BIB E b}=K. 
(2) 0 C B, B E b implique 0 E b. 
(3) B1, B2 E b implique B1 U B2, B1 + B2, B1 · B2 E b. 
Soit b une bornologie sur K; Ob(X--? K)={f: X--? Kif est continue et 
f(X) E b} definit un foncteur contravariant de la categorie Top des espaces 
topologiques separes dans la categorie AlgfK des algebres sur K ayant 
un element unite. Dans § 1 on montre que le foncteur Ob induit deux 
sous-categories pleines reflexives (reflective) de Top a savoir r et Ll et 
qu'il existe une dualite entre r (ou Ll) et des sons-categories pleines de 
AlgfK. Les reflexions (reflections) associees a ret Ll, notees par y et ~. 
ont des proprietes analogues a {J, la compactifie de Ston~ech, et v, la 
repletion, comme on montre dans § 2. 
La structure des ideaux de Ob(X--? K) est etudiee dans § 3, ou on 
montre !'existence d'une correspondance bunivoque entre des ideaux de 
Ob(X--? K) et des filtres sur X. En general le corps H = 0 b(X_,.K>fm ou m 
designe un ideal maximal de Ob(X --? K) est different de K. Dans § 4 
on demontre: si H =ft. K, le corps K est algebriquement ferme dans H 
et le degre de transcendance de H sur K est ;;;. 2K•. 
L'algebre Op(X--? K), ou p designe la bornologie des parties relative-
ment compactes de K, est importante en analyse p-adique. On etudie 
dans § 5 la structure de Op(X--? K). En particulier on demontre que 
tout espace norme Op(X--? K) possede une base orthogonale. La dualite 
entre la categorie r et une sous-categorie pleine Ep de AlgfK entraine 
un nombre de propositions (§ 5) de la forme: Pour que X possede la 
propriete P, il faut et il suffit que Op(X--? K) possede la propriete Q. 




§ 0. Preliminaires 
Dans tout ce qui suit, K designe un corps value complet dont la valu-
ation est non archimedienne et dont le groupe des valeurs IK* I est de 
rang 1. On n'exclut pas la valuation impropre. AlgfK designe la categorie 
des algebres sur K, ayant un element unite et dont les morphismes sont 
les homomorphismes de K-algebres transformant l'element unite en 
element unite. La categorie des espaces topologiques separes dont les 
morphismes sont les applications continues sera notee par Top. 
On designe par A: AlgfK-+ Top le foncteur contravariant defini par 
A=Hom (A, K) muni de la topologie induite par KA. C'est-a-dire que 
la topologie sur A est la moins fine rendant continues tous les applications 
1p I-+ f("P) ou 1p E A et f EA. 
Une famille b de sons-ensembles de K sera appelee une bornologie sur 
K si 
(l) u {BIB E b}=K. 
(2) C C B et B E b implique C E b. 
(3) B1, B2 E b implique B1 U B2, B1 + B2, B1B2 E b. 
Cb: Top -+ AlgfK est le foncteur contravariant defini par: Cb(X -+ K) = 
={/:X-+ Kif est continue et f(X) E b}. OnecritCb(X) aulieudeOb(X-+ K) 
si aucune confusion n'en resulte. 
Exemples de bornologies sur K: 
(l) Tous les sons-ensembles finis de K. 
(2) Tous les sons-ensembles de K. 
(3) Tous les sons-ensembles relativement compacts de K. Cette borno-
logie sera notee par p. 
(4) Soit Nun cardinal infini. Alors la famille de tousles sons-ensembles 
B de K tels que card B < N est une bornologie, 
(5) Tousles sons-ensembles de K bornes par rapport ala valuation de K. 
Remarque. Gillman et Jerison [3] ont etudie des algebres de fonc-
tions continues reelles. Ils ont considere deux bornologies sur R: la borno-
logie de tous les sons-ensembles bornes de R et la bornologie de tous 
les sons-ensembles de R. Dans le cas ou le corps serait value non archi-
medien il y a plus de homologies interessantes parce qu'un sons-ensemble 
ferme et borne de K n'est pas necessairement compact. 
Nous utiliserons les notations suivantes. Soit A un sons-ensemble de B. 
Soit L un corps quelconque. La fonction caracteristique de A (a valeurs 
dans L) sera notee par ~A· Done ~A: B-+ L, ~A(x)= l six E A, ~A(x)=O 
six¢ A. Soit X un espace topologique, une partie de X ala fois ouverte 
et fermee sera appelee un ouf. 
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§ I. Algebres de fonctions continues 
Dans ce paragraphe nous utiliserons la terminologie de [2]. 
(I.I) Theoreme. Supposons que la bornologie b sur K satisfait a: 
(i) B E b implique B E b et (ii) B E b et 0 r:f B impliqne B-1 E b. 
Alors 
(I) L' application canoniqne a: X -+ Ob(X) est continue et a(X) est dense 
dans Ob(X). 
L'application Cb(a): Ob(Ob(X))-+ Cb(X) est un isomorphisme. 
(2) Soit Db la sous-categorie pleine de Top dont les objets sont les espaces 
topologiques X tels que X soit homeomorphe a Ob(X) et soit Eb la sous-
categorie pleine de AlgjK dont les objets sont les K-algebres A pour 
lesquelles il existe ·un X E Top tel que A soit ismnorphe a Cb(X). 
Alors Db est une sous-categorie reflexive ("reflective" dans [2] p. 79) 
de Top et Ob e.st une reflexion ("reflection") .sur Db. En outreCb(Top) C Eb 
et Eb C Db et les foncteurs contravariants Cb: Db -+ Eb, A: Eb ___,.. Db 
forrnent une dualite. 
Demonstration. ad (I). Il est evident que a est continue. D'apres 
la definition de A, "a( X) dense dans Ob(X)" equivaut a "si 7p E Ob(X); 
/1, ... , fn E Cb(X) et c; E R, c; > 0, il existe un x EX tel que [7fJ(/i)- /i(x) I< e 
pour i= I, ... , n". 
On peut supposer que 7p(/ i) = 0 pour tout i. 
L'ensemble Oi= {x E X[[/i(x)[ <e} estun ouf et sa fonction caracteristique 
ei appartient a Ob(X). Selon Ia propriete (ii) de b, la fonction /i(l- ei) + et 
possede un inverse. Done 7p(ei)= I et par suite 7p(e1 ... en)= 1. Soit x un 
element de X tel que e1(x) ... en(X)= l; alors [/i(;1:)[ <E pour tout i. C'est-
a-dire que a(X) est dense dans Ob(X). En outre, x(X) dense dans Ob(X) 
implique que Ob(a) est injective. Pour tout f E0b(X) et 7p E0b(X) on a 
7p(f) E f(X). 
Done Cb(a) est surjective puisque b verifie Ia propriete (i). 
ad (2). Pour montrer que Db est une sous-categorie reflexive de Top 
il suffit de demontrer: Quelque soit X E Top, Y E Db et !'application 
continue f: X-+ Y, il existe une application continue g, et une seule, 
telle que f =go a. 
Comme iX(X) est dense dans Ob(X), l'unicite de g est evidente. L'appli-
cation canonique h: Y -+ Ob( Y) est un homeomorphisme parce que Y E Db; 
Ia fonction g = h-1 o Ob(f) satisfait a f =go a. Le reste du theoreme est 
evident. 
Rem a r que . Dans le reste de cet article on .suppose, sauf mention 
expresse du contra ire, que la bornologie b a it les proprietes: 
(i) B E b implique B E b 
(ii) B E b, 0 ¢ B implique B-1 E b. 
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Il est evident que tous les exemples de homologies donnes dans § 0 
ont les proprietes (i) et (ii). 
(1.2) Theoreme. Les proprietes suivantes de b sont equivalentes. 
(1) Ob(N)o~N. 
(2) Chaque BE b est relativement compact. 
(3) Chaque 011(X) est compact. 
(4) Pour tout X E Top et tout ideal maximal m de C11(X), on a 0b<Xlfm=K. 
Demonstration. (1) =* (2). Supposons qu'il existe un BE b tel que 
11 ne soit pas compact. Alors on peut construire une application f: N -+ B 
telle que inf {1/(n)- f(m)l ln=Fm} > 0. Soit 'lfJ E 011(N), alors 1p(/) E f(N) = f(N) 
et il existe un no EN tel que 1p(/)= f(no). On en deduit que 'lfJ(~{noJ)= 1 et 
par suite que N-+ Ob(N) est bijective. 
(2) =* (3). Ob(X) est une partie fermee de IT {/(X)!/ E Cb(X)}, done 
Ob(X) est compact. 
(3) =* (4). Soit m un ideal maximal de Cb(X). Comme Cb(X) =Cb(Ob(X)) 
on peut se horner au cas ou X est compact. L'intersection de tous les 
oufs 0 de X dont la fonction carac·teristique n'appartient pas am est un 
seul point xo de X. Il en resulte que m= {! E Cb(X)if(x0 ) = 0} et par suite 
Ob(X)/m=K. 
(4) =* (1). Soit m un ideal maximal de Ob(N) tel que m contienne 
chaque fonction f pour laquelle il existe un n E N tel que f(K) = 0 si K;;;. n. 
Il existe un 1p E Ob(N) avec m=ker 1p, puisque Cb(N)/m=K. Evidemment 
"P¢N. 
Definitions. Un filtre :7 sur un espace topologique sera appelee 
un ouf-filtre s'il ad~et nne base de filtre formee par des oufs. On dit que 
:7 est libre si n :7 = 0. On dit que :7 est No-libre s'il existe une sous-
oo 
famille denombrable {Fnin EN} de :7 telle que n Fn=0. 
n~l 
On dit que ind X= 0 (ind designe "weak inductive dimension". Voir 
[10]) s'il existe nne base de la topologie de X formee par des oufs. 
On dit que dim X= 0 (dim designe "covering dimension") siX possede 
la propriete suivante: soient Fo et F1 deux parties fermees de X avec 
Fo n F1=0, alors il existe un ouf U C X tel que Fo C U et F1 n U = 0. 
Rem a r que. On suppose que tout ensemble qu 'on considere dans cet 
article satisfait a: tout ultrafiltre libre sur V est No-libre. A utrement dit. 
chaque ensemble V est non-measurable. Il est bien connu (voir [3] p. 164) 
que cette hypothese est tres faible. 
(1.3) Theoreme 
(a) Soit Ob(N)=F N. Alors, pour que X soit homeomorphe a Ob(X), il faut 
et il suffit que X soit compact et ind X= 0. 
405 
(b) Soit Cb(N)= N. Alors, pour que X soit homeomorphe a Cb(X}, il laut 
et il sutfit que, ind X= 0 et que tout oul-filtre maximal libre sur X 
soit ~o-libre. 
Demonstration. ad (a). Nous avons vu dans (1.2) que "X homeo-
morphe a Ob(X)" entraine que X est compact. Il s'ensuit de ind K = 0 
que ind X=O. 
Reciproquement, soit X un espace compact et soit ind X =0. L'appli-
cation canonique .x: X -+ Ob(X) est surjective, puis que .x(X) est compact 
et dense dans Cb(X). L'application .x est injective, car pour tout x, y EX, 
x-=?y, il existe un eECb(X) tel que e2 =e, e(x)=l et e(y)=O. 
On en deduit que .x est un homeomorphisme. 
ad (b). Supposons que X soit homeomorphe a Ob(X). Done ind X= 0, 
puisque ind K = 0. Soit Olt un ouf-filtre maximal libre sur X. Supposons 
d'abord que lim I existe pour tout I E Cb(X). Alors "tp(f} = lim I" definit 
~ ~ 
un element de Cb(X). Selon la definition de Ob(X) et X etant homeomorphe 
a Ob(X}, il existe un xo EX tel que tp(/} = l(xo) pour tout I E Cb(X). Alors 
xo E fl 0/t, ce qui est absurde. 
On en deduit qu'il existe un IE Cb(X) pour lequel lim I n'existe pas. 
~ 
Par consequence il existe un 8 E R, 8 > 0, tel que {x E XI lf(x)- A.!.;;;; 8} ¢ Olt 
pour tout A. E K. Designons parR la relation d'equivalence sur X, definie 
par (a,b)ER si lf(a)-l(b)!<8. L'espace quotient XfR est discret et le 
filtre Olt induit un ultrafiltre libre Ol/1 sur XfR. D'apres !'hypothese le 
filtre Ol/1 est ~o-libre et par suite Olt est ~o-libre. 
Inversement, supposons que ind X= 0 et que tout ouf-filtre maximal 
libre sur X soit No-libre. L'application .x: X -+ Cb(X) est injective parce 
que ind X= 0. Un element tp de Cb(X) induit un ouf-filtre maximal Olt 
sur X par: "l'ouf V appartient a Olt si tp(~v)=l". 
Lorsque le filtre Olt est libre, il est No-libre et il y a des oufs V n E Olt 
00 
tels que V1=X, Vn:) Vn+b n Vn=0. L'hypothese Ob(N)=N et le 
* n=l 
theoreme (1.2) donnent !'existence d'un ensemble {an!n EN} E b tel que 
inf {!an-am!!n-=?m}>O. L'application 1: X-+ K definie par l(x)=an si 
00 
X E Vn\Vn+l est continue et I ECb(X). Alors tp(/} E n {am!m;;;..n}; ce qui 
est absurde puisque cet ensemble est vide. 
Alors le filtre Olt n'est pas libre. Cela veut dire que .x est surjective. 
Pour montrer que .x est un homeomorphisme, il suffit de demontrer que 
.x(V) est un ouf de Cb(X) pour tout ouf V de X. Designons par 2 l'espace 
topologique separe a deux elements distincts. On notera les deux elements de 
2 par 0 et 1. Soit e: X -+ 2 la fonction continue definie par e(x) =1 si 
x E V et e(x)=O si x ¢ V. Comme 2 E Db et d'apres (1.1} partie (2) il y 
a une application continue 1: Cb(X)-+ 2 telle que I o .x=e. On en deduit 
que 1-1( {1 }) = .x( V) et par suite .x( V) est un ouf. 
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Definitions. On designe par Fla sous-categorie pleine de Top dont 
les objets sont les espaces compacts X avec ind X= 0. La reflection sur 
r sera notee y. L1 designe la sous-categorie pleine de Top dont les objets 
X sont les espaces topologiques ayant les proprietes: 
(1) ind X=O; 
(2) Tout ouf-filtre maximal libre sur X est No-libre. 
La reflection sur L1 sera notee par ~-
(1.4) Corollaire. Si tout BE best relativement compact, D11=F. S'il 
existe un BE b tel que B ne soit pas compact, D 11 =Ll. En outre r C Ll. 
Remarque. Une consequence de la dualite, demontree dans (1.1) 
est la suivante: A toute propriete p de la topologie de l'espace X E r 
(ou Ll) correspond une propriete Q de l'algebre 0 11(X) telle que: Pourque 
X ait la propriete P, il faut et il suffit que, G11(X) ait la propriete Q. 
Dans § 5 on donne quelques exemples de cette dualite. 
§ 2. Les foncteurs y et ~ 
Dans ce paragraph nous etudions les foncteurs y et 15 et leurs con-
nexions avec {J, la compactifie de Stone-Cech et v, la repletion ("real 
compactification" [3]). 
(2.1) Theoreme 
(a) Pour qu'un espace topologique X appartienne a r, il faut et il suffit 
qu'il existe un ensemble I tel que X soit homeomorphe a une partie 
fermee de 2r. 
(b) Pour qu'un espace topologique X appartienne a L1, il faut et il suffit 
qu'il existe un ensemble I tel que X soit homeomorphe a une partie 
fermee de NI. 
Demonstration. ad (a). La condition est evidemment suffisante. 
D'autre part, soit F2 le corps a deux elements et soit b la seule bornologie 
sur F2, b= {{0}, {1 }, {0, 1 }}. D'apres (1.3): pour que X appartienne a F, 
il faut et il suffit que, X soit homeomorphe a 011(X-+ F2). Le dernier 
espace topologique est une partie fermee de f2I on I =G11(X-+ F2). 
ad (b). La partie (b) se demontre de fa9on analogue si on remplace Fz 
par le corps des nombres rationnels muni de la valuation improque. 
Remarque Dans la terminologie de H. Herrlich [5] le theoreme (2.1) 
se traduit en: r (resp. L1) est la sous-categorie pleine epi-reflexive de Top 
engendree par 2 (resp. N). 
(2.2) Proposition 
(a) yX est homeomorphe a fiXjR, ouR est la relation d'equivalence sur {JX 
definie par. "(a, b) ¢ R s'il y a un ouf 0 C {JX tel que a E 0, b ¢ 0" 
et ou fiX f R est muni de la topologie quotient. 
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(h) y X est homeomorphe a o.:(X) oil o.: est l' application canonique, 
iX : X --+ 2Rom IX, 2>, 
(c) tJX est homeomorphe a o.:(X) oil o.: est l' application canonique, 
iX : X --+ NRom IX, N), 
(d) yX est homeomorphe a l'espace de Stone associe a l'algebre de BooZe 
formee par les oufs de X. 
(e) Ohaque espace (JX est replet ("real compact"). 
Demonstration. Bornons aux parties moins faciles (a) et (e) de (2.2). 
ad (a). On remarque que pxiR est compact et totalement discontinue. 
Cela implique ind f3X I R = 0. Designons par a: X --+ f3X et b : f3X --+ px I R 
les applications canoniques. Soit Y un espace compact, soit ind Y = 0 
et soit f: X --+ Y une application continue. D'apres la theorie de {3, il 
existe une application continue g: {3X -)>- Y telle que go a= f. Si (c, d) E R, 
g(c) = g(d) puisque ind Y = 0. Alors il existe nne application continue 
h: pxiR--+ Y telle que g=ho b. Prenons pour Y l'espace yX. Dans ce cas 
il y a une application continue k: yX ___,.ex;R telle que bo a=ko f. Par 
suite ko h(x)=x sur une partie dense de yX et ho k(x)=x sur une partie 
dense de px I R· 
Done {3XIR est homeomorphe a yX. 
ad (e). (JX est homeomorphe a nne partie fermee V de NI. Evidem-
ment Vest homeomorphe a nne partie fermee de RI. D'apres [3] p. 119, 
120, cela veut dire que (JX est replet. 
(2.3) Proposition. Les proprietes suivantes d'un espace topologique 
sr5,pare X sont equivalentes. 
(l) yX est homeomorphe a {3X. 
(2) ind f3X = 0. 
(3) L'espace vectoriel des fonctions continues 1: X--+ R, pour lesquelles 
l'ensemble I(X) est fini, est dense dans l'espace vectoriel de taus les 
lonctions continues bornees de X dans R, muni de la norme unilorme. 
( 4) Il existe un e E R, 0 < e < 1, ayant la propriete suivante : quelque 
soit la lonction continue I: X --+ [0, 1] C R, il existe une fonction 
continue g: X --+ [0, 1] telle que l'ensemble g(X) soit fini et 
sup /l(x)-g(x)/ <e· 
Demonstration. (1) =>- (2) =>- (3) =>- (4) est trivial. La lemme de 
Riesz entraine (4) =>- (3). Selon (2.2) (a) on a (2) =>- (1). Il nous reste a 
demontrer (3) =>- (2). Designons pari !'application canonique i: X--+ {3X. 
So it a, b E f3X, a =F b. Alors il existe une fonction continue I: {3X --+ [0, 1] 
avec l(a) = 0 et l(b) = 1. Soit g: X --+ [0, 1] une fonction continue telle que 
!'ensemble g(X) soit fini et sup {/lo i(x)-g(x)//x E X}<i· La fonction 
continue g: {3X--+ g(X) verifiant g=go i satisfait a sup {lf(x) g(x)/ 
/x E {3X}<t· 
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Done g(a)i=g(b). On en deduit qu'il existe un ouf 0 C {JX avec a E 0, 
b ¢. 0. Autrement dit ind {JX = 0. 
(2.4) Corollaire. Si dim X=O, {JX est homeomorphe a yX. 
Demonstration. Soit f: X-+ [0, l] C R une application continue. 
On a j-1[0, i) u j-1(!, l]=X. Il existe un ouf 0 de X avec 0 C j-1[0, i) 
et 0 u j-1( !, l] =X, puisque dim X= 0. Si e designe la fonction carac-
Mristique de 0, sup if(x)- !e(x)- f(l-e(x)l < !· D'apres (2.3) cela en-
"'EX 
tra!ne que {JX est homeomorphe a yX. 
Remarque. "ind X=O" n'implique pas "ind {JX=O". Voir [10]. 
(2.5) Proposition. Si dim X =0, vX est homeomorphe a bX. 
Demonstration. vX est homeomorphe a un sous-espace de {JX. 
D'apres (2.4) on a ind {JX=O et par suite ind vX=O. Soit f: X-+ Rune 
fonction continue. Alors j-1(0) est une intersection d'une famille denom-
brable d'oufs de X, comme consequence de dim X= 0. L'espace vX a 
aussi cette propriete. 
Soit 011 un ouf-filtre maximal libre sur vX. Alors il existe un z-filtre 
maximallibre Oll1 avec 011 ~ Oll1. (Voir [3] p. 24, 77). Puisque vX est replet, 
il existe une famille denombrable {fnln EN} de fonctions continues reelles 
00 
sur vX telle que /n-1(0) E 0111 pour tout n et n fn(O) = 0. Puisque tout 
n=l 
fn-1(0) est une intersection denombrable d'oufs de 011, le filtre 011 est 
No-libre. Nous avons done demontrer que vX EA. 
Soient a: X -+ vX et b: X -+ bX les applications canoniques; vX E A 
implique qu'il existe une application continue h: bX -+ vX avec a= h o b; 
bX replet implique qu'il existe une application continue k: vX-+ bX avec 
b = k o a. Done h o k(x) = x sur une partie dense de bX et k o h(x) = x sur 
une partie dense de vX. Done h est un homeomorphisme. 
§ 3. Ideaux 
Dans ce paragraphe nous etudions les ideaux de Cb(X). En particulier 
on demontre !'existence d'une correspondance biunivoque entre des ideaux 
de Cb(X) et les ouf-filtres sur X. 
Definitions. On dit qu'un ideal I de Ob(X) est normal si I a la 
propriete suivante: soit g E Ob(X). Supposons que e2 = e E Ob(X) et que 
(ge + l -e) possede un inverse entrainant e E I. Alors g E I. Soit I un ideal 
de Ob(X), alors Z(I) designe l'ouf-filtre sur X engendre par {e-1(0)le E I, 
e2=e}. Soit :!Fun ouf-filtre sur X, alors i(.'F) designe le sous-ensemble de 
Cb(X) defini par: f Ei(ff) si e E0b(X), e2=e, (fe+l-e)-1 E0b(X) impli-
quent e-1(0) E §". 
409 
(3.1} Theoreme. Soit :Fun oul-filtre sur X et I un ideal de Ob(X). 
Alors: 
(a) i(:F) est un ideal normal de Ob(X); Z(i(:F))=:F. 
(b) I C i(Z(I)); pour que I= i(Z(I)), il laut et il suffit que I soit normal. 
(c) L' application I l-+ Z(I) met l' ensemble des ideaux normaux de Ob(X) 
en correspondance biunivoque avec l'ensemble des oul-filtres sur X. 
(d) ll y a une correspondance biunivoque entre les parties lermees non-vides 
de yX et les oul-filtres sur X. 
(e) Pour qu'un ideal I de Ob(X) soit normal, il laut et il suffit qu'il soit 
une intersection d'ideaux maximmtX. En particulier, tout ideal maximal 
de Ob(X) est normal. 
Demonstration. ad (a). Soit IE i(.F) et soit g E Ob(X). Soit e un 
element idempotent de Ob(X) tel que (fge + 1 -e) possede un inverse. 
Comme (fge+1-e)=(fe+1-e)(ge+1-e} la fonction le+1-e possede 
un inverse et par suite e-1(0) E :F. Done lg E i(.F). 
Soient /1, l2 E i(:F}, e E Ob(X), e2 = e et supposons que (/1 + /2)e + 1-e 
possede un inverse. Posons gt= (fie+ /2e+ 1-e)-1/t (i= 1, 2}. Alors gt E i(:F) 
et g1e+g2e=e. Soit e, la fonction caracteristique de {xEXIIg,e(x)l>1}. 
Comme g1e1+1-et a un inverse, e,-1(0) E:F. Par suite e-1(0)=ec1(0) ('I 
('I e2-1(0) E :F. Cela veut dire que /1 + /2 E :F. On a done demontre que 
i(:F) est un ideal de Ob(X). La formule Z(i(ff))=ff est evidente et on 
verifie aussitOt que i(:F) est un ideal normal. 
ad (b). Si I EI, e2=e E0b(X}, (el+1-e)-1 E0b(X}, on a 
e=(el+1-e)-1el EI. 
11 s'ensuit que IE i(Z(I)); done I C i(Z(I)). En outre supposons que I soit 
normal et que IE i(Z(J)). L'element I possede la propriete: "e2= e E Ob(X}, 
(fe+l-e)-1 E0b(X)" implique e-1(0) EZ(I) ou bien que e EI. L'ideal I 
etant normal, I E I. 
ad (c). C'est une consequence immediate de (a) et (b). 
ad (d). Soit ~X: X--+ yX !'application canonique. A chaque ouf-filtre 
:F sur X on fait correspondre la partie fermee non-vide ('I {~X(F)IF E :F} 
de yX. 
Cette correspondance est biunivoque comme on le verifie aussitOt. 
ad (e). C'est une consequence immediate de (e) et du fait que chaque 
ouf-filtre sur X est une intersection d'ouf-filtres maximaux. 
(3.2} Proposition. On suppose que tout BE b soit borne par rapport 
a la valuation de K. Alors: 
(a) IIIII = sup {ll(x)l!x EX} definit une norme sur Ob(X); 
lll+gll <max (IIIII, llgll); 
IIA/11=1"11!111; 11111=0 equivaut a 1=0; !llgll<lllllllgll; 11111=1. 
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(b) ll existe une partie ouverte 0 de Gb(X) telle que 1 E 0 et que tout f E 0 
possede un inverse. 
(c) Tout ideal maximal de Gb(X) est ferme. 
(d) Pour qu'un ideal de Gb(X) soit normal, it faut et ilsuffit qu'ilsoit ferme. 
(e) Ghaque ideal ferme de Gb(X) est l'adherence de l'ideal engendre par ces 
elements idempotents. 
Demonstration. ad (a). Trivial. 
ad (b). Par exemple 0= {IE Ob(X)III/-111 < 1 }. 
ad (c). L'adherence de tout ideal I de Gb(X) est un ideal]. Si 1 ¢I, 
1 ¢ 1. Done tout ideal maximal de Gb(X) est ferme. 
ad (d). Un ideal normal est une intersection d'ideaux maximaux et 
par suite l'ideal est ferme. D'autre part, soit I un ideal ferme de Gb(X) 
et soit f un element de Gb(X) ayant la propriete: "e E Ob(X}, e2 = e, 
(fe+1-e)-1 eGb(X) entrame eel". Prenons la fonction caracteristique 
en de {x E XI ll(x) I> 1/n }. Alors en E I et lim fen= f. Done I E I. Cela 
veut dire que I est normal. 
ad (e). So it f E I et so it en la fonction caracteristique de 
{x E Xll(x)l > 1/n}. Alors en= (fen+ 1-en)-1/en E I et lim fen= f. 
Definition. Pour chaque f E Gb(X) I' ensemble {x E Xlf(x) = 0} sera 
note par Z(f). 
(3.3} Proposition. On suppose qu'il existe un BE b tel que sup IBI = 
=oo. Alors: 
(a) Soient /1, ... , /k E Gb(X) et soit Z(h) n ... n Z(/k) = 0. Alors il y a 
g~, ... , gk E Gb(X) tels que Egdt= l. 
(b) Si BE b et que 0 ¢ B, on a B-1 E b. 
(c) Si /1, /2 E Gb(X) et que Z(h) n Z(/2) = 0, il existe un ouf 0 de X tel 
que 0 ~ Z(h) et 0 n Z(/2) = 0. 
(d) Soit N un smts-ensemble de X. Pour qu'il existe un f E Ob(X) tel que 
N =Z(f), il faut et il suffit que N soit une intersection d'une famille 
denombrable d'oufs de X. 
Demonstration. ad (a). Supposons qu'il existe un ideal maximal 
m de Gb(X) tel que {/1, ... , /k} Em. La valuation de K etant propre, il 
existe un element J. E K avec 0< I.?. I< l. Soit maintenant i E {0, 1, ... , k-1} 
et soit /I,t la fonction continue defini par: /I,t(x) = f(x) s'il existe un n E Z 
avec IJ.Ink+H1<Ih(x)I<IJ.Ink+i et /I,t(X)=O sinon. Comme (/1-/I,i)/I,t=O, 
/I,t Em pour tout i. 
k-1 
Posons g1 = ! A -i/I,t. Alors g1 Em et si g1(x) 'f 0 il existe un n E Z tel 
i=O 
que IA:Ink+l< lg1(x)l < IJ.Ink. On defi.nit de la meme maniere g2, ... , gk. Alors 
k-1 
g = ! J.ig1 appartient a m et Z(g) =Z(g1) n ... n Z(gk) = 0. 
i-1 
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Posons On= {x E XJJg(x)J < !AJn} pour n;;;;.2 et 01=X. D'apres !'hypothese 
il y a un {anln EN} E b tel que Jan!;;:;.. !AJ-n-l pour tout n EN. 
La fonction h, h(x) =an siX EOn \On+l, appartient a Cb(X) et Jhg(x)J > 1 
pour tout x EX. Par suite hg possede un inverse, ce qui est absurde. 
Done l'ideal engendre par {/1, ... , /k} est impropre. 
ad (b). Soit D un espace discret et f: D-+ K une application telle 
que f(D) =B. Comme Z(f) = 0, f possede un inverse. Par suite B-1 E b. 
ad (c). D'apres (a) il y a des fonctions g1, g2 E Cb(X) telles que g1/1 + 
+g2/2= 1. L'oufO= {x E XJJgl/l(x)J < 1} satisfait aZ(h) c 0 etZ(/2) fi 0=0. 
ad (d). Trivial. 
Remarque. Dans le cas ou il existe un BEb avec sup JBJ=oo, la 
prop. (3.3) donne la possibilite de construire une theorie de z-filtres ana-
logue a celle de [3] Ch. 2. 
(To be continued) 
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